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Abstract
This paper presents the teaching innovation project which has been carried
out on the subject Numerical Methods, belonging to the first year of the
Mathematics Degree. The aim of this project is twofold. On the one hand,
it has been intended to provide the students with some key competencies,
basic for the Degree and for their future career, like speaking skills, analys-
ing and presenting results skills, and writing skills. In order to acquire
these tools, students were proposed to create scientific posters, which were
presented at the end of the academic year in a special workshop. On the
other hand, the second goal of the project has been to reveal students some
practical applications, in Physics and Engineering, of the numerical meth-
ods studied on the subject. In order to do that, five knowledge pills have
been created, all of them available on the YouTube channel UVa Online.
Keywords: Knowledge pills, speaking competencies, LATEX, writing com-
petencies, Kahoot!
Resumen
En este trabajo se presenta el proyecto de innovacio´n docente que se ha lle-
vado a cabo en la asignatura Ca´lculo Nume´rico de Primer Curso del Grado
en Matema´ticas. El objetivo de este proyecto es doble. Por un lado se ha
pretendido que el alumnado adquiera varias competencias ba´sicas tanto
para el Grado como para su futura vida laboral, como son la comunicacio´n
oral, la capacidad de analizar y presentar resultados, y la comunicacio´n
escrita. Para adquirir dichas competencias, entre otras actividades, se ha
organizado una jornada de po´steres al final de curso. Por otro lado, se
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ha tenido como propo´sito que el alumnado conozca aplicaciones de la vida
real, en la f´ısica y la ingenier´ıa, de los me´todos nume´ricos estudiados en
la asignatura. Para ello el profesorado que forma parte del proyecto ha
creado cinco p´ıldoras de conocimiento, disponibles en el canal UVa Online
de YouTube.
Keywords: P´ıldoras de conocimiento, competencias orales, LATEX, com-
petencias escritas, ca´lculo nume´rico, Kahoot!
1 Introduccio´n
En el marco del Espacio Europeo de Educacio´n Superior (EEES) se apunta a la
educacio´n por competencias (Riesco, M. 2015; Zabalza, M. 2005; Del Carmen
Lev´ı Orta, G. and Ramos Me´ndez, E. 2013). El te´rmino competencia significa,
conceptualmente, “habilidad compleja e integrada de llevar a cabo una determinada
tarea” (Lasnier, F. 2000). Por lo tanto, el profesorado debe disen˜ar actividades
que generen situaciones de aprendizaje centradas en el desarrollo de la capacidad del
estudiantado de resolver problemas, que deber´ıan reproducir situaciones de la vida real
(Vilaplana, R. and Gomis, O. and Hyder, A. 2010). No so´lo deben desarrollarse
competencias espec´ıficas de cada asignatura, en este caso Ca´lculo Nume´rico, sino
tambie´n otras ma´s generales (Instituto de ciencias de la Educacio´n 2006).
En este caso, el proyecto de innovacio´n docente se ha centrado tanto en comunicacio´n
oral (Universitat Polite`cnica de Vale`ncia 2018) como en comunicacio´n escrita,
adema´s de en la capacidad de analizar y presentar resultados. Al mismo tiempo, se
considera imprescindible animar al alumnado a la interaccio´n y al trabajo con sus
semejantes (Pe´rez de Albe´niz Iturriaga, A. 2015), por lo que se les ha pedido que
trabajen por grupos en distintas actividades, que sera´n especificadas en el apartado
Desarrollo de la innovacio´n.
La utilizacio´n de material audiovisual online, en concreto de p´ıldoras de conocimien-
to, comienza a constituirse un nuevo paradigma del contexto educativo EEES (Gu-
tie´rrez San Miguel, B. and Rodr´ıguez Fidalgo, M. I. 2015). Sande Mayo,
M. J. 2014 resalta que “La posibilidad de que el alumnado pueda reproducir cuantas
veces considere necesario el contenido del soporte digital hasta su completa compren-
sio´n, presenta una clara ventaja en relacio´n con las lecciones presenciales, en las que
las explicaciones del o la docente, muy a a pesar del alumnado, no cuentan con la
opcio´n de rebobinado”. En este escenario se enmarca otro de los propo´sitos de es-
te trabajo, que el alumnado conozca aplicaciones de la vida real, en la f´ısica y la
ingenier´ıa, de los me´todos nume´ricos estudiados en la asignatura, por medio de la vi-
sualizacio´n de varias p´ıldoras de conocimiento, creadas espec´ıficamente por miembros
del proyecto. Se ha considerado necesario puesto que en general, el estudiantado no
tiene una percepcio´n clara de la relacio´n que existe entre lo que aprende en clase y la
aplicacio´n pra´ctica que la materia tiene en la vida real, cuando es indudable que son
muchas las aplicaciones del ca´lculo nume´rico en problemas de la f´ısica y la ingenier´ıa
(Kumar, S. and Jalkio, J. A. 1999). Se desarrolla la metodolog´ıa en el apartado
Desarrollo de la innovacio´n.
La adecuacio´n al EEES ha supuesto que la motivacio´n por aprender se haga ma´s
necesaria que nunca. Experiencias previas con la gamificacio´n han demostrado un
aumento de la motivacio´n intr´ınseca de los estudiantes por la asignatura y un aumento
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en el nu´mero de aprobados. El uso de la herramienta Kahoot! en diferentes a´mbitos
educativos ha sido estudiado previamente y siempre se han obtenido resultados muy
positivos (Iwamoto, D. H. and Hargis, J. and Taitano, E. J. and Vuong,
K. 2017) . Las investigaciones concluyen que Kahoot! es una buena herramienta para
realizar actividades en el aula, contribuye a mejorar la participacio´n del alumnado
fomentando una relacio´n positiva entre el grupo de alumnos y alumnas, aumenta la
tasa de asistencia a clase y el alumnado lo percibe como un juego (Sempere Ferre,
F. 2018). Por todo ello, en este trabajo se ha utilizado esta herramienta de cara a la
evaluacio´n de la comprensio´n por parte del alumnado de las p´ıldoras de conocimiento
creadas. Se exponen los resultados obtenidos en el apartado Resultados.
El EEES introduce adema´s una metodolog´ıa docente basada en proyectos, presentada
formalmente por William Heart Kilpatrick en 1918. Este profesor de la Universidad de
Columbia planteaba que “El aprendizaje se produce de mejor manera cuando es conse-
cuencia de experiencias significativas, ya que esto permite al estudiantado coparticipar
en la planificacio´n, produccio´n y comprensio´n de una experiencia” (Kilpatrick, J.
W. 1968). Bajo esta metodolog´ıa, se ha organizado una jornada de po´steres, en la
que el alumnado ha puesto en pra´ctica cada una de las competencias que se pretend´ıa
que adquirieran.
El proyecto de innovacio´n docente descrito en el presente trabajo ha sido aplicado al
alumnado del Grado en Matema´ticas, del Programa de estudios conjunto de Grado
en F´ısica y Grado en Matema´ticas, y del Programa de estudios conjunto de Grado
en Ingenier´ıa Informa´tica de Servicios y Aplicaciones y Grado en Matema´ticas de la
Universidad de Valladolid. En concreto al estudiantado de primero, de la asignatura
cuatrimestral de Ca´lculo Nume´rico (6 cre´ditos ECTS), en particular durante las clases
de pra´cticas. En esta asignatura hay 60 estudiantes, que se dividen en dos grupos.
2 Objetivos
Se plantean los siguientes objetivos, que encajar´ıan en el modelo educativo del Espacio
Europeo de Educacio´n Superior (EEES):
Desarrollar competencias de comunicacio´n oral en el alumnado, aprendiendo
herramientas ba´sicas para hablar en pu´blico y ponie´ndolas en pra´ctica.
Desarrollar competencias de comunicacio´n escrita en el alumnado, aprendiendo
a utilizar el sistema de composicio´n de texto LATEX.
Divulgar conocimiento por medio de p´ıldoras formativas (u´tiles tanto para el
alumnado como para otros u otras docentes). Se mostrara´n algunas aplicaciones
pra´cticas, en problemas reales de la f´ısica y la ingenier´ıa, de la materia que
estudian en clase.
Conseguir que el alumnado aprenda a analizar y exponer los resultados de sus
pra´cticas.
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3 Desarrollo de la innovacio´n
Se ha observado que, en general, el estudiantado no tiene una percepcio´n clara de
la relacio´n que existe entre lo que aprende en clase y la aplicacio´n pra´ctica que la
materia tiene en la vida real, cuando es indudable que son muchas las aplicaciones del
ca´lculo nume´rico en problemas de la f´ısica y la ingenier´ıa. Adema´s de eso, el alumnado
no tiene pra´cticamente ocasiones para desarrollar sus competencias de comunicacio´n
oral hasta que se enfrenta a la preparacio´n de su Trabajo Fin de Grado, ni tampoco
para aprender el sistema de composicio´n de textos LATEX, tan necesario en la creacio´n
de art´ıculos, libros y po´steres cient´ıficos. Es por ello que en este trabajo se propone
proveer al alumnado de herramientas ba´sicas para hablar en pu´blico y saber exponer
su trabajo, adema´s de acercarle algunas aplicaciones reales del ca´lculo nume´rico.
Por un lado, se han creado cinco p´ıldoras de conocimiento para que el estudiantado
las visualice antes de realizar cada una de las pra´cticas a entregar. Estas p´ıldoras han
sido grabadas en el plato´ del servicio de medios audiovisuales de la Universidad de
Valladolid por una docente y una investigadora que forman parte del proyecto. En cada
una de ellas se explica la idea ba´sica de la pra´ctica que el alumnado va a desarrollar y
un ejemplo de la vida real (en f´ısica, ingenier´ıa u otros campos) en el que se utilizan
esos me´todos nume´ricos. Dichos ejemplos han sido escogidos cuidadosamente por el
personal docente e investigador que forma parte del proyecto.
Por otro lado, tambie´n se ha propuesto que cada estudiante exponga durante cinco
minutos algu´n contenido relacionado con la asignatura. Lo han hecho en diferentes
d´ıas (al empezar o terminar cada una de las clases de pra´cticas) y sobre distintos
temas (algunas personas han contado a la clase que´ entendieron despue´s de ver la
p´ıldora, otras han explicado los resultados obtenidos una vez realizada la pra´ctica y
co´mo llegaron a ellos, etc.)
Por u´ltimo, tambie´n se ha organizado una jornada de divulgacio´n, donde el alumnado
ha presentado cada una de las pra´cticas que han hecho durante el curso y su aplicacio´n
a problemas de la vida real, por medio de po´steres que se han encargado de preparar y
presentar las y los estudiantes mismos (siendo la plantilla en LATEX para la realizacio´n
de dichos po´steres facilitada por los y las docentes y la investigadora que forman parte
del proyecto, para no cargar de trabajo en exceso al alumnado).
Adema´s de todo esto, se han impartido dos charlas. Una de ellas ha tenido como
finalidad que aprendan herramientas ba´sicas de comunicacio´n oral, siendo esta confe-
rencia impartida por un experto en la materia, quie´n se encarga adema´s de impartir
el curso de formacio´n al profesorado Hablar en pu´blico y habilidades sociales de la
Universidad de Valladolid. La otra charla ha girado en torno a matema´tica aplicada ,
ca´lculo nume´rico y simulacio´n nume´rica, siendo impartida por una investigadora que
forma parte del proyecto, miembro de la Sociedad Espan˜ola de Matema´tica Aplicada
(SEMA).
Especificamos a continuacio´n cada una de las actividades realizadas.
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3.1 Creacio´n de p´ıldoras de conocimiento
De cara a hacer llegar al alumnado la aplicacio´n pra´ctica de los me´todos nume´ricos
aprendidos en clase, se han creado cinco p´ıldoras de conocimiento. Cada una de ellas
esta´ ligada a una de las cinco pra´cticas a entregar por el alumnado. Mediante reuniones
perio´dicas del equipo de trabajo, se fue dando forma al tema de cada una de ellas.
Dado que la materia se divide en cinco grandes bloques, se han escogido los temas de
las p´ıldoras y las pra´cticas asociadas en el marco de alguno de ellos. A continuacio´n
se presentan los t´ıtulos de dichos bloques:
1. Interpolacio´n polino´mica
2. Cuadratura nume´rica
3. Derivacio´n nume´rica
4. Ecuaciones no lineales
5. Solucio´n de sistemas lineales
La primera p´ıldora (Abia, L. M. and Lo´pez-Pe´rez, P. M. 2019), titulada Nu´meros
de condicio´n de un polinomio, se enmarca en el primer bloque. En ella se explican
varios conceptos relacionados con el nu´mero de condicio´n de un polinomio, tanto al
evaluarlo en un punto como al hallar sus ra´ıces. Se habla del efecto de la aritme´tica
coma flotante, de co´mo afecta la base que se utiliza para el ca´lculo del nu´mero de
condicio´n, de que la base de Bernstein (Farouki, R. T. and Googman, T. N. T.
1996) es la que produce nu´meros de condicio´n menores, y se ilustran estos conceptos
con el polinomio pe´rfido. Al final del mini-v´ıdeo se plantea la pra´ctica (realizada en
MATLAB) que tendra´n que entregar.
En la segunda p´ıldora (Lo´pez-Pe´rez, P. M. 2019), titulada Interpolacio´n y enmar-
cada tambie´n en el primer bloque, se ha pretendido mostrar dos aplicaciones pra´cticas
de la interpolacio´n que se explica en clase. Una de ellas es la interpolacio´n de Lagrange,
por lo que se hace mencio´n de la figura del matema´tico Joseph Louis Lagrange, siendo
tambie´n importante que el alumnado sepa situar en la historia a los y las matema´ti-
cas que han creado los me´todos que estudia. Despue´s de una pequen˜a introduccio´n al
concepto de elementos finitos (Ciarlet, P. G. 2002), se les dan dos ejemplos pra´cti-
cos como son la propagacio´n de ondas submarinas en relacio´n a conocer la batimetr´ıa
del fondo marino, y la propagacio´n de ondas en una tuber´ıa bicapa, de forma que se
puedan localizar defectos en su interfaz (Lo´pez-Pe´rez, P. M. 2017). Finalmente, se
presenta la pra´ctica que tendra´n que realizar.
Enmarcada en el segundo bloque, la tercera p´ıldora (Abia, L. M. and Cano, B.
2019), titulada Cuadratura Adaptativa, trata de acercar el concepto de cuadratura
adaptativa, explica´ndose co´mo aproximar la integral definida∫ ∞
0
x cos exdx,
con diez cifras significativas correctas (Bornemann, F. and Laurie, D. and Wa-
gon, S. and Waldvogel, J. 2004). Para ello, se describen reglas de cuadratura
simples (de los trapecios, del punto medio y de Simpson) y compuestas, junto a sus
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Fig. 1: Escena correspondiente a la segun-
da p´ıldora grabada.
Fig. 2: Escena correspondiente a la quinta
p´ıldora grabada.
errores, adema´s de un algoritmo adaptativo (Moler, C. B. 2004) utilizado para
resolver el problema planteado. En este marco, se plantea la pra´ctica a realizar.
Para ilustrar que los me´todos nume´ricos pueden ser aplicados a la resolucio´n de pro-
blemas de la vida diaria, la cuarta p´ıldora (Calvo, M. P. and Lo´pez-Pe´rez, P.
M. 2019), titulada Resolucio´n de ecuaciones no lineales y enmarcada en el cuarto
bloque, plantea el problema de decidir si es posible desplazar, deslizando por el suelo,
un armario por un pasillo con una distribucio´n y anchura como las que se muestran
en la Figura 3 (Quarteroni, A. and Saleri, F. 2003). Este problema se resuelve
utilizando el me´todo de Newton estudiado en clase (Sanz-Serna, J. M. 2010). La
pra´ctica a entregar gira tambie´n en torno a dicho me´todo.
l1 = 1.6 m
l2 = 2.0 m
γ=−3π/5
Fig. 3: Situacio´n del pasillo por el que se quiere deslizar un armario.
La resolucio´n de sistemas lineales es el tema de la quinta y u´ltima p´ıldora (Cano,
B. 2019), titulada Resolucio´n de sistemas lineales y enmarcada en el quinto bloque.
En ella se presenta un problema concreto: averiguar los flujos de agua en las distin-
tas tuber´ıas de una red hidra´ulica (Quarteroni, A. and Saleri, F. 2003), cuya
resolucio´n requiere resolver un sistema lineal. Para ello, se utilizara´ un algoritmo de
eliminacio´n gaussiana.
Notar que todas las p´ıldoras han sido grabadas en el plato´ del servicio de medios au-
diovisuales de la Universidad de Valladolid, con el formato “Saber, extender”(Figura
4). Las Figuras 1 y 2 muestran escenas correspondientes a dos de las p´ıldoras creadas.
Adema´s de la grabacio´n de estas p´ıldoras, la investigadora postdoctoral Paula M.
Lo´pez Pe´rez ha impartido una charla titulada Simulacio´n nume´rica y me´todos nume´ri-
cos, donde se ha explicado someramente en que´ consiste una simulacio´n nume´rica y
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Fig. 4: Formato en el que se publican las p´ıldoras de conocimiento.
en que´ punto de ella se aplican los me´todos nume´ricos aprendidos en clase, ilustrando
esto con distintos ejemplos de aplicaciones en F´ısica e Ingenier´ıa en los que el Ca´lculo
Nume´rico proporciona una herramienta esencial para la resolucio´n de los problemas
que se plantean.
3.2 Desarrollo de competencias orales
El primer paso para mejorar las capacidades de comunicacio´n oral del alumnado ha
sido darles herramientas ba´sicas para hablar en pu´blico. Para ello, el conferenciante
Lucas Burguen˜o, que tambie´n se encarga de impartir en la Universidad de Valladolid
cursos de formacio´n al profesorado, les ha impartido una charla. En ella han escuchado
y puesto en pra´ctica conceptos ba´sicos para la comunicacio´n oral.
En segundo lugar, cada estudiante ha tenido la oportunidad de hacer una breve exposi-
cio´n oral en las clases de pra´cticas de la asignatura. Parte del alumnado ha presentado
un resumen de la p´ıldora que se les hab´ıa pedido visualizar esa semana, y otra parte ha
explicado co´mo realizo´ la pra´ctica que estaba asociada a dicha p´ıldora y ha analizado
los resultados obtenidos.
Por u´ltimo, a final de curso ha tenido lugar una Jornada de po´steres, donde el alumna-
do ha tenido ocasio´n de presentar ante profesorado, alumnado y pu´blico en general el
po´ster que hab´ıan realizado, explicando tanto los me´todos nume´ricos utilizados como
los resultados obtenidos.
3.3 Desarrollo de competencias escritas
En primer lugar se ha preparado una plantilla ba´sica en LATEX de un po´ster. Se ha
intentado hacerla lo ma´s sencilla posible, para no cargar de trabajo en exceso al alum-
nado, que esta´ en su primer an˜o de Grado. A continuacio´n se les ha hecho llegar la
plantilla en LATEX al alumnado, para que se familiaricen con dicho sistema de composi-
cio´n de textos. Ma´s tarde, reunidos en grupos de tres o cuatro personas, han utilizado
la plantilla para realizar un po´ster sobre una de las cinco p´ıldoras y su pra´ctica aso-
ciada que se trabajan durante el cuatrimestre. En total se han realizado 15 po´steres,
uno por cada grupo. Por u´ltimo, a final de curso han defendido sus trabajos ante
el pu´blico en la Jornada de po´steres. En la Figura 5 se expone un ejemplo de dos
po´steres realizados por el alumnado.
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Cuadratura adaptativa
Sara Asensio Ferrero1, Eva Garijo Alcalde2, Roberto Lobo´n Vec´ın1, Henar Mart´ın Mart´ın1
1Grado en Matema´ticas
2Programa de estudios conjunto de Grado en Matema´ticas, y Grado en F´ısica
Planteamiento
El objetivo consiste en aproximar la integral de una funcio´n a trave´s de una
combinacio´n lineal de valores de la misma en un conjunto de nodos.
I(f ) Ä IN+1(f ) = α0f (x0) + ... + αNf (xN)
I En nuestro caso particular, la cuadratura adaptativa, se utilizara´n particiones no
homoge´neas
ó La longitud de los subintervalos sera´ menor en las regiones de mayor variabilidad.
Reglas de cuadratura
Figure: Regla del punto medio aplicada a
f (x) = 2 + x 2cos(x)
I Regla del punto medio:
I(f ) ≈ f (a + b2 ) (b − a)
I Error de la regla del punto medio:
E PM(f ) = (b − a)
3 f ′′(η)
24
I Regla del trapecio:
I(f ) ≈ b − a2 [f (a) + f (b)]
I Error de la regla del trapecio:
E T (f ) = −(b − a)
3 f ′′(η)
12
Figure: Regla del trapecio aplicada a
f (x) = 2 + x 2cos(x)
Regla de Simpson
Figure: Regla de Simpson aplicada a
f (x) = 2 + x 2cos(x)
I Regla de Simpson simple:
I(f ) Ä (b − a)6 (f (a) + 4 f (c) + f (b))
siendo c = a + b2
I Error regla de Simpson simple:
E S(f ) = −(b − a)
5 f (4)(η)
2880
I Regla de Simpson compuesta:
I(f ) Ä h6 (f (x0) + 4
N−1∑
i=0
f (xi+12)+
2
N−1∑
i=1
f (xi) + f (xN))
siendo h = b − aN
I Error regla de Simpson compuesta:
E S(f ) = −(b − a) h
4 f (4)(η)
2880
Figure: Regla de Simpson compuesta para 2
subintervalos aplicada a f (x) = 2 + x 2cos(x)
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Cuadratura Adaptativa
I Estimativo del error
E ba Ä Iba −
∫ b
a
f (x)dx
I Simpson extrapolado
ó Diferencia entre regla de Simpson simple y compuesta
S1 − S2 Ä 15(b − a)
5 f 4(η)
16 · 2880
ó Estimativo
εS1 Ä ES1 =
16 (S2 − S1)
15
ó Simpson extrapolado
Q = S1 +
16 (S2 − S1)
15
Ejemplo
Figure: Ejemplo en el que el algoritmo falla
I Debido al cara´cter oscilatorio del
integrando, se calcula el a´rea encerrada
en cada onda sinusoidal y se suman
I Se puede acelerar la convergencia
promediando elementos consecutivos en
cada columna de la tabla siguiente
n Sn S (1)n . . . S (10)n
18 0.30981286424 0.32302432994 . . . 0.3233674317
19 0.22623579565 0.32367688203 . . . 0.3233674317
20 0.31111796842 0.32308688058 . . . 0.3233674317
... ... ... . . . ...
29 0.33193719672 0.32350494552
30 0.31507268632
Resultados del algoritmo SimpsonBasico
Figure: Ejemplo en el que el algoritmo falla
I La funcio´n se anula en todos los nodos
que utiliza el algoritmo.
I La aproximacio´n obtenida por la rutina
es, como consecuencia, 0.
I Como 0 es menor que cualquier
tolerancia tol > 0, el algoritmo no
procede a biseccionar el intervalo de
nuevo.
I Entrada de la funcio´n:
ó Funcio´n de Runge: f (x) = 11 + x 2
ó Intervalo [a, b] = [0, 1] de integracio´n
ó Tolerancia tol = 10−10
ó f (0) = 1, f (1) = 0.5, f (0.5) = 0.8
I Salida de la funcio´n:
ó Aproximacio´n con 10 cifras
significativas:
IN+1(f ) = 0.7853981633 Ä pi4 = I(f ) Figure: SimpsonBasico para la funcio´n de Runge
Conclusiones
I La cuadratura adaptativa es la pra´ctica esta´ndar.
I Se fija un ma´ximo de llamadas recursivas para evitar entrar en un bucle infinito.
I Podemos encontrar ejemplos en los que el algoritmo SimpsonBasico falla.
Nu´meros de condicio´n de un polinomio
Raquel Melgar1, Luc´ıa Olmos2
1Grado en Matema´ticas2Programa de estudios conjunto de Grado en Ingenier´ıa Informa´tica de Servicios y Aplicaciones, y Grado en Matema´ticas
Introduccio´n
I Un polinomio puede expresarse en diferentes bases. Sabemos que en aritme´tica
exacta los valores que obtenemos al evaluar un polinomio en una abscisa o aproximar
sus ra´ıces son independientes de la base utilizada.
I En aritme´tica coma flotante, obtenemos resultados ma´s exactos que otros en funcio´n
de la base utilizada.
I En esta pra´ctica utilizamos el concepto de nu´mero de condicio´n introducido por Alan
Turing.
I El nu´mero de condicio´n mide el efecto de los errores de redondeo en el peor de los
escenarios posibles al trabajar con polinomios en distintas bases.
Figure: Alan Turing, matema´tico, cripto´grafo e informa´tico
Tablas de comparacio´n de los nu´meros de condicio´n
I En esta tabla podemos comparar los distintos nu´meros de condicio´n que obtenemos
al evaluar el polinomio (x − 2)(x − 3)(x 2 − 4x + 5) = x 4 − 9x 3 + 31x 2 − 49x + 30
en sus distintas ra´ıces simples en la base de potencias y en la base de Taylor en x0=1.
Base Ra´ız Nu´mero de
condicio´n
Condicio´n 2 3403 390
Taylor 2 0.43 6
Una nueva base: La base de Bernstein
I La base de polinomios de Bernstein fue introducida en 1912 por Sergei Natanovich
Bernstein. Es la siguiente:
bkn (t) =
(
n
k
)
tk(1− t)n−k, k = 1, 2, ..., n.
I En esta gra´fica se representan los diferentes polinomios de Bernstein de grado 7 que
a la vez representan la probabilidad de obtener k caras en n lanzamientos de una
moneda.
I El nu´mero de condicio´n de un polinomio en la base de Bernstein es siempre menor
que en la base de potencias.
Fo´rmulas
I Bases en las que expresar un polinomio
ó Base de potencias
{1, t, t2, ..., tn}
ó Base de Taylor
{1, (t − x0), (t − x0)
2
2! , ...,
(t − x0)n
n! }
I Nu´mero de condicio´n
Estas son las fo´rmulas para calcular los distintos numeros de condicion donde φk(τ )
representa el k-e´simo elemento de la base con la que estamos trabajando evaluada en
τ .
ó Evaluacio´n de un polinomio en una abscisa
CΦ(p(t)) =
n∑
k=0
|ckφk(t)|
ó Evaluacio´n de las ra´ıces de un polinomio (debe ser una raiz simple para que no se
anule la primera derivada)
CΦ(τ ) =
1
|p′(τ )|
n∑
k=0
|ckφk(τ )|
Ejemplo: El polinomio pe´rfido de Wilkinson.
FEs un famoso polinomio en la historia del ana´lisis nume´rico y pionero en el estudio
de los efectos de la aritme´tica coma flotante en la evaluacio´n de raices de polinomios.
Es un polinomio de grado 20 con sus ra´ıces uniformemente distribuidas en el intervalo
[0,1].El polinomio es:
p(t) = (t − 1/20)(t − 2/20)...(t − 1) =
20∑
k=0
akbk
La gra´fica muestra en escala logar´ıtmica en las ordenadas los valores de los nu´meros
de condicio´n en cada una de las ra´ıces del polinomio en la base de las potencias y en
la base de los polinomios de Bernstein.
Se observa fa´cilmente el deterioro de los nu´meros de condicio´n en la base de
potencias, sobretodo en las ra´ıces mayores. Mientras que en la base de el polinomio de
Bernstein son menores en varios ordenes de magnitud.
Conclusiones
I El efecto acumulativo de los errores de aritme´tica coma flotante es equivalente a
resolver con aritme´tica exacta el mismo problema, pero con coeficientes perturbados
I Esta idea se conoce como ana´lisis regresivo del error
I La base de polinomios de Bernstein es sistema´ticamente ma´s estable que la base de
potencias
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Fig. 5: Ejemplo de dos po´steres realizados por el alumnado, presentados en la Jornada
de po´steres.
4 Resultados
Tres meses despue´s de que se subieran las p´ıldoras al canal UVa Online de YouTube,
el nu´mero de visitas a las p´ıldoras es el siguiente:
P´ıldora 1 P´ıldora 2 P´ıldora 3 P´ıldora 4 P´ıldora 5
570 317 362 206 219
De entre este nu´mero de visitas, notar que un 60 % de las visualizaciones fueron hechas
desde un ordenador y un 30 % desde un tele´fono mo´vil.
Transcurrida una semana desde que el alumnado tuvo acceso a la primera p´ıldora, se
hizo en clase un cuestionario de cinco preguntas acerca del contenido de la misma. Se
utilizo´ para ello la herramienta Kahoot! Respondieron al cuestionario 49 estudiantes.
En la Figura 6 puede verse el nu´mero de estudiantes que respondieron de forma
correcta e incorrecta a cada una de las cinco preguntas.
De forma ana´loga, se utilizo´ la herramienta Kahoot! para plantear al alumnado un
cuestionario de cinco preguntas acerca del contenido de la segunda p´ıldora. En este
caso respondieron al cuestionario 44 estudiantes. En la Figura 7 puede verse el nu´mero
de estudiantes que respondieron de forma correcta e incorrecta a cada una de las cinco
preguntas.
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Fig. 6: Nu´mero de respuestas correctas e incorrectas a cada pregunta del cuestionario
realizado sobre la P´ıldora 1.
Fig. 7: Nu´mero de respuestas correctas e incorrectas a cada pregunta del cuestionario
realizado sobre la P´ıldora 2.
El cuestionario sobre la tercera p´ıldora fue respondida por 39 estudiantes, pudiendo
verse en la Figura 8 el nu´mero de personas que respondieron de forma correcta e
incorrecta a cada una de las cinco preguntas. Ana´logamente, los resultados del cues-
tionario sobre la cuarta p´ıldora, contestado por 25 estudiantes, pueden verse en la
Figura 9.
Por u´ltimo, el cuestionario sobre la quinta y u´ltima p´ıldora fue respondida por 35
estudiantes, pudiendo verse en la Figura 10 el nu´mero de personas que respondieron
de forma correcta e incorrecta a cada una de las cinco preguntas.
A continuacio´n se exponen los resultados obtenidos en la encuesta de satisfaccio´n
realizada al alumnado. A la fecha de cierre de este art´ıculo, se ten´ıan 16 respuestas.
En la Figura 11 pueden verse la valoracio´n, del 1 al 5, siendo 1 en total desacuerdo
y 5 totalmente de acuerdo, que se hace sobre el uso de la herramienta Kahoot!. En
el diagrama de la izquierda se responde a la pregunta ”¿El Kahoot! ha mejorado
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Fig. 8: Nu´mero de respuestas correctas e incorrectas a cada pregunta del cuestionario
realizado sobre la P´ıldora 3.
Fig. 9: Nu´mero de respuestas correctas e incorrectas a cada pregunta del cuestionario
realizado sobre la P´ıldora 4.
tu motivacio´n en clase?”Puede verse que el 65 % del alumnado que ha respondido
esta´ entre muy y totalmente de acuerdo con esta afirmacio´n. En el diagrama central
se responde a la pregunta “¿El Kahoot! te ha parecido divertido?”, a lo que ma´s
del 66 % responde muy positivamente. Por u´ltimo, en el diagrama de la derecha se
responde a la pregunta “¿Te parece apropiado el uso del Kahoot! como valoracio´n de
tu comprensio´n del contenido de las p´ıldoras?”, siendo en este caso un 72 % de las
personas encuestadas las que esta´n entre muy y algo de acuerdo.
En la Figura 12 se representa la valoracio´n del 1 al 5, siendo 1 en total desacuerdo y 5
totalmente de acuerdo, de la pregunta “¿Te ha servido esta p´ıldora para conocer mejor
aplicaciones pra´cticas del ca´lculo nume´rico?”, para cada una de las cinco p´ıldoras.
Puede verse que, en general, han visto clara la aplicacio´n pra´ctica de los me´todos que
estudian en clase.
La siguiente pregunta trata sobre la utilidad para su futuro de las competencias
puestas en pra´ctica. En la Figura 13 puede verse, en el diagrama de la izquierda,
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Fig. 10: Nu´mero de respuestas correctas e incorrectas a cada pregunta del cuestionario
realizado sobre la P´ıldora 5.
Fig. 11: Valoracio´n del 1 al 5, siendo 1 en total desacuerdo y 5 totalmente de acuerdo
de varias preguntas relacionadas con el uso de la herramienta Kahoot!: a la izquierda
se les pregunta si ha mejorado su motivacio´n en clase, en el centro si ha sido divertido
y a la derecha si les ha parecido una herramienta adecuada.
su valoracio´n del 1 al 5, de forma ana´loga a diagramas anteriores, de la utilidad de
mejorar su comunicacio´n oral. En el diagrama central sobre la utilidad de aprender
LATEX, y en el diagrama de la derecha sobre la Jornada de po´steres. Puede verse que,
su bajo su percepcio´n, son las habilidades de comunicacio´n oral las ma´s u´tiles para
su futuro.
Es relevante evaluar si este proyecto de innovacio´n docente es un complemento a la
asignatura Ca´lculo Nume´rico o les ha llevado ma´s horas de las deseadas, por lo que
en la Figura 14 se presenta el resultado de evaluar el nu´mero de horas dedicadas
a realizar los po´steres. Puede verse que la mayor´ıa del alumnado encuestado no ha
dedicado ma´s de siete horas, con lo que el hecho de haberles facilitado una plantilla
ha hecho que no tuvieran una carga excesiva de trabajo.
Finalmente, se ha evaluado el grado de satisfaccio´n global de las actividades adicio-
nales que han realizado en el marco de este proyecto, pudiendo verse en la Figura 15
que casi el 90 % del alumnado encuestado esta´ entre algo y muy satisfecho.
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Fig. 12: Valoracio´n del 1 al 5, siendo 1 en total desacuerdo y 5 totalmente de acuerdo
de cua´nto les ha servido cada p´ıldora para conocer aplicaciones pra´cticas del ca´lculo
nume´rico.
Fig. 13: Valoracio´n del 1 al 5, siendo 1 en total desacuerdo y 5 totalmente de acuerdo
de varias preguntas relacionadas con la utilidad futura de las competencias puestas
en pra´ctica: a la izquierda se les pregunta por comunicacio´n oral, en el centro por el
aprendizaje de LATEX, y a la derecha por la Jornada de po´steres.
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5 Conclusiones
En este trabajo se ha presentado el proyecto de innovacio´n docente llevado a cabo
durante el curso 2018/19 en la asignatura Ca´lculo Nume´rico de primer curso del Gra-
do en Matema´ticas. Se ha pretendido desarrollar competencias de comunicacio´n oral
(aprendiendo herramientas ba´sicas para hablar en pu´blico y ponie´ndolas en pra´ctica)
y escrita (aprendiendo a utilizar el sistema de composicio´n de textos LATEX para la
realizacio´n de po´steres) en el alumnado, adema´s de divulgar conocimiento por medio
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Fig. 14: Nu´mero de horas invertidas en la realizacio´n del po´ster, siendo el eje de las
ordenadas el nu´mero de personas que dedican esas horas.
Fig. 15: Grado de satisfaccio´n alcanzado con las actividades adicionales.
de p´ıldoras formativas (u´tiles tanto para el alumnado como para otros/as docentes),
mostrando algunas aplicaciones pra´cticas, en problemas reales de la f´ısica y la in-
genier´ıa, de la materia estudiada. Se han planteado los objetivos perseguidos en el
proyecto, y las acciones que se han llevado a cabo para alcanzarlos. Se han descrito
brevemente los contenidos de las p´ıldoras que se han grabado y las actividades diri-
gidas a desarrollar competencias orales y escritas en el alumnado. Por u´ltimo, se han
mostrado resultados que ilustran el intere´s y el grado de comprensio´n que el alumnado
ha alcanzado tras visualizar las p´ıldoras y trabajar en las pra´cticas que en ellas se
proponen, adema´s de evaluar su grado de satisfaccio´n y su percepcio´n de utilidad con
respecto a las actividades adicionales llevadas a cabo.
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